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Aufgaben

1. Ermitteln Sie die erste Ableitung. Vereinfachen Sie.
a) f(z)=¢€"- (22 —3) b) f(x)

Inx

T 2w 14 ¢) f(z) =a* In(tz - 5)

2. Ermitteln Sie die folgenden unbestimmten Integrale.

e’ 5 9
a) /ex_?)da: b) /4x_3d9§ c) /(4x ‘Inz) dx

3. Gegeben ist die Funktion f durch

flx)=2z-(2—1Inx) (x € Dy)

a) Geben Sie den grofitmoglichen Definitionsbereich der Funktion f an. Untersu-
chen Sie die Funktion f rechnerisch auf Nullstellen und lokale Extrempunkte
(einschliefllich Art der Extrema). Geben Sie das Verhalten der Funktion im
Unendlichen an.

b) Gegeben sei weiter eine Funktion g durch

g(x) =2x+1

Jede Gerade mit der Gleichung z = u (v € R, v > 0) schneidet den Graph
der Funktion f im Punkt P, und die Gerade g im Punkt @,. Ermitteln Sie
den Wert fiir u, fiir den der Abstand der Punkte P, und (), am kleinsten ist.
Geben Sie diesen minimalen Abstand an.

¢) Der Graph der Funktion f, die Gerade z = 1 und die x-Achse begrenzen eine
Flédche vollstdndig. Berechnen Sie den Inhalt dieser Fléche.
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4. Gegeben ist eine Funktionenschar f; mit

ft(x)z(:t—l—i)-e_m (teR,t#0;x€R)

a) Geben Sie die Nullstelle der Funktion f; an. Berechnen Sie die Koordina-
ten des Extrempunktes, die Art des Extremums sowie die Koordinaten des
Wendepunktes der Funktion f;.

b) Fiir jedes k (k € R, k > 0) begrenzen die Gerade = = k, die Koordinatenach-
sen und der Graph der Funktion fg 5 ein Flidche vollstandig.Ermitteln Sie den
Inhalt A(k) dieser Fliche sowie klim A(k).

—00

c¢) Der Graph einer quadratischen Funktion mit dem Scheitel im Koordinatenur-
sprung schneidet den Graph der Funktion fy5 im Punkt P(1]fp5(1)). Ermit-
teln Sie die Gleichung dieser quadratischen Funktion.
Der Graph der quadratischen Funktion rotiert um die x-Achse. Ermitteln Sie
das Volumen des entstehenden Rotationskorpers iiber dem Intervall [O; 1].



Lésungen

1. a) Mit der Produktregel ergibt sich:

fla) = - (22— 3)

fl(x)y=¢" (22 —3)+e" -2
Fa) = et (20— 1)

b) Durch Anwendung der Quotientenregel ergibt sich hier:

Inx
1

) = 2 (2x+4)-2-Inx

(2z +4)2

24421 —2.Inx

1oy

P @) = = 1601 16
142271 —Inx

1oy

Fla) = 222 +8x + 8

c) Aus der Produktregel folgt:

f(z) = 2% In(tz — 5)

1
"(z) = 2z - In(tx — Cp -t
f(x) =2z -In(tz —5) + = p—
tx?
"(z) = 22 - In(tz —
Fa) =2 (e —5) +

2. siehe Aufgabenblatt ., Unbestimmte Integrale“. Aufgaben 1 bis 3.

3. a) Der natiirliche Logarithmus ist nur fiir positive Logarithmanden definiert.
Also gilt fiir den Definitionsbereich:

Di{z e Raz>0)
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An den Nullstellen ist der Funktionswert f(x) = 0:

0=z-(2—1Inxz)

1 =0
0=2—-Inx
2=Inz
Ty = €2

z1 entfillt (siehe Dy). f besitzt an der Stelle z = e? eine Nullstelle.

Zur Bestimmung der Extrema der Funktion f untersucht man die erste Ab-
leitung f’ auf Nullstellen:

fx)=2z-(2—1nx)

1
f(x)=2—-Inz+x- <_a:)
0=1—-Inz
l1=Inx
rT=ce

Die Art des Extremums ermittelt man mit der zweiten Ableitung f”:

f(x)y=1—Inz

fra) ==

X
()=~ <0

Die Funktion f besitzt ein Maximum im Punkt Pys..(ele).

Fiir den Grenzwert lim f(z) gilt:
T—00

lim z-(2—Inz) = -0
r—00



b) Den Abstand d berechnet man mit der Gleichung;:

d(x) = g(x) — f(x)
=2xr+1—2-(2—1Inz)
=14z -Inz

Mit der ersten Ableitung d’ ermittelt man das Extremum:

dz)=1+z -Inx

1
d@)=lnz+z- -
(x)=lnz+x

O=Inx+1
—1l=Inz
r=e !

Aus der zweiten Ableitung lisst sich ermitteln, ob es tatsdchlich um ein Mi-
nimum handelt:

1
Fiir v = — ist der Abstand d der Punkte P,—1 und @.-1 am kleinsten. Der

e
minimale Abstand betriigt d =1 — e L.

c¢) Zur Berechnung der Fliche muss man die Funktion f in den Grenzen x1 = 1
und z3 = e? (Nullstelle) integrieren:

82
A:/ z-(2—Inz) dx
162
:/ 20—z -Inz dzr
1

1 1\ |°
= [x2—2x2-<lnaj—2>]

1

2



4.

1

0= -

x-i-t
1
r=——
t

1
l(z)=e " + <x+ t) e T (—t)
0 e tx
=tz
=0

Mit der zweiten Ableitung f/’ ermittelt man die Art des Extremum:

l(z) = —e " -tz

o) = —e " (—t) tx —e -t
=e . (o —t)

{(0) =€ (0—)
= —t



Fir t < 0 ist der Punkt Pgriirem <0

1
t) ein Minimum der Funktion f;. Fir
t > 0 handelt es sich um ein Maximum.

Zur Bestimmung der Wendestelle ermittelt man die Nullstelle der zweiten
Ableitung f/':

t”(m) — e—ta: X (t2.'L‘ _ t)
0=e . (t2x - t)

0=t>r—t
0=t(te —1)
O=txr—1

1
Tr= -

t

Um zu ermitteln, ob diese Wendestelle tatséchlich existiert, priift man sie mit
der dritten Ableitung f;":

f”(l‘) _ eftz . (t233 _ t)

V() =—t-e " (Pr—t) +e 12
=e 1. (—t3$ + 2t2)

1

e (t> =e - (—t* +2%)

2
=40
e
2y, . .
Der Punkt W b ist ein Wendepunkt der Funktion f;.
€
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b) Zur Ermittlung des Flécheninhalts A wird die Funktion fys in den Grenzen
x1 = 0 und z = k integriert:

) k

= [—2621‘(1'4-2) —462:’5}

0
L k
= [—6_27”-(2304—8)}
0

= —e 2" (2 +8) + e (0+8)

_1r

=—e 2" (2k+8)+8

Fiir den Grenzwert klim A(k) gilt:

lim —e 2% (2k+8) +8=0+8=38

k—o00

c) Die allgemeine Gleichung einer quadratischen Funktion lautet:

f(z) = az® 4 bz + ¢
f(x) =2az+0b

Aus der Aufgabenstellung kann man direkt folgern, dass die Punkte S(0|0)
und P <1|3e_%) auf der Funktion liegen. Der Anstieg im Scheitelpunkt
1(0) = 0. Es ergibt sich das Gleichungssystem:

£(0) = 0 a + 0-b + ¢

F(1) = 3¢2 = la + 1:b + c
F10) = 0= 0-a + b

a = 372 b =0

= 0



Es ergibt sich die Funktionsgleichung;:

flx) = 3¢ - 22

Das Volumen eines solchen Rotationskorpers berechnet man mit der Glei-
chung:

V:7r-/ab [f(x)rdar

Eingesetzt ergibt sich:

. 9
Das Volumen des entstehenden Rotationskorpers betréagt 5—7r.
e



