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Aufgaben

1. Gegeben ist die Funktion f mit

f@)=—— (xeDy)

a) Geben Sie den maximalen Definitionsbereich der Funktion f an.
Zeigen Sie, dass der Graph der Funktion f punktsymmetrisch zum Koordi-
natenursprung ist.
Geben Sie alle Nullstellen und Polstellen sowie die Extrempunkte (Koordina-
ten dieser Punkte und Art der Extrema) der Funktion f an.
Untersuchen Sie die Funktion auf Existenz von Asymptoten. Geben Sie die
Gleichung aller gefundenen Asymptoten an.
Ermitteln Sie den Wendepunkt der Funktion f.
Zeichnen Sie den Graph der Funktion f fiir —5 < x < 5.

b) Ermitteln Sie rechnerisch die Gleichung der Tangente ¢t an die Funktion f an
der Stelle z = 2.
Die Funktion f besitzt eine weitere Tangente to, die parallel zu t; verlauft.
Geben Sie den Beriihrungspunkt dieser Tangente mit der Funktion f an.

2. Fiir jede reelle Zahl ¢ (¢ > 0) ist eine Funktion f; gegeben durch

fila) =5 (= 20) V7

a) Geben Sie den grofitmoglichen Definitionsbereich und die Nullstellen der
Funktion f; an.
Die Funktion f; besitzt genau einen Extrempunkt P;.
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Zeigen Sie, dass fiir diesen Punkt P; gilt:

2 4 /2
P | Zt|—=-y/5t
31 3 V3

Untersuchen Sie die Art des Extremums.
Ermitteln Sie die Gleichung der Ortskurve der Extrempunkte der Funktion

iz
Begriinden Sie, dass die Funktion f; keinen Wendepunkt besitzt.

Es gibt genau einen Wert ¢, fiir den der Abstand des lokalen Extrempunk-
tes der Funktion f; vom Koordinatenursprung 1—12\/ 73 betrigt. Ermitteln Sie
diesen Wert ¢.

Die Tangente an den Graphen der Funktion f; im Punkt R;(2t|f:(2t))und die
Koordinatenachsen bilden ein Dreieck. Berechnen Sie den Wert ¢, fiir den das
Dreieck gleichschenklig ist.



Lésungen

1. a) Die Funktion f ist nicht definiert, wenn der Nenner gleich Null ist. Es ergibt
sich fiir den Definitionsbereich:

Df{:UER/\ﬂz;él;m#—l}

Ist der Graph der Funktion f punktsymmetrisch zum Ursprung, muss gelten:

f(=z) = = f(z).
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An den Polstellen ist die Funktion nicht definiert: zp, =1, zp, = —1

Durch Untersuchung der ersten Ableitung f’ auf Nullstellen findet man die
Extrempunkte der Funktion f:
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= 2%(2* - 3)
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Um die Art und Existenz der moglichen Extrema zu priifen, ermittelt man
die zweite Ableitung f”:
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Die Stelle = 0 ist keine Extremstelle. Die Extrempunkte sind

Pras (V8] ~ 3v8) wnd Pus (V[313)




Es existieren zwei senkrechte Asymptoten an den Polstellen: £ = —1 und
z = 1. Zur Untersuchung auf waagerechte Asymptoten bestimmt man die
Grenzwerte:
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Es existiert keine waagerechte Asymptote. Zur Untersuchung auf schrige
Asymptoten fiihrt man Polynomdivision durch:

Nun bildet man die Grenzwerte:
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Die schrige Asymptote hat die Gleichung y = x.

Um den Wendepunkt zu ermitteln, bestimmt man die Nullstelle der zweiten
Ableitung f”:
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xr23 = :|:\/—3

x93 = £/ —3 entféllt, da /—3 nicht definiert ist. Mit der dritten Ableitung
ist nun zu priifen, ob & = 0 tatséchlich um eine Wendestelle ist.
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Die Funktion besitzt einen Wendepunkt W (0[0).




b) Zur Bestimmung der Geradengleichung der Tangente bestimmt man den An-
stieg aus der ersten Ableitung f’ und setzt anschlieBend den Punkt P(2|f(2))
ein:
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Aufgrund der Punktsymmetrie zum Ursprung, muss der Beriithrungspunkt

B (2 — 8> sein.
3

a) Die Funktion f; ist nicht definiert, wenn der Term unter der Wurzel negativ
ist. Also gilt fiir den maximalen Definitionsbereich:

Df{:ceR/\:r20}

An den Nullstellen ist der Funktionswert fi(x) = 0:

0 = %-(w—%)-\/i

0 = x—2t
r1 = 2t

zo = 0



Ist der Punkt P, ein Extrempunkt der Funktion, muss der Punkt die Funkti-
onsgleichung erfiillen:

= —— .4/t

Des weiteren muss der Wert der ersten Ableitung f/(x) an dieser Stelle Null
sein:
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Um die Art und tatséchliche Existenz des Extremums zu ermitteln, bestimmt
man den Wert der zweiten Ableitung an dieser Stelle:
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Der Wert der zweiten Ableitung ist immer positiv, da ¢ > 0. Es handelt sich
somit um einen Minimumpunkt.

Die Ortskurve der Extrempunkte ergibt sich durch Einsetzen des Parameters
in die Funktionsgleichung:
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Wenn die Funktion f einen Wendepunkt besitzt, muss an einer Stelle x( die
zweite Ableitung f”(zg) = 0 sein. Betrachtet man die zweite Ableitung, so
sieht man, dass dies eintritt, wenn der Term 3x+2t = 0. Dies ist nicht moglich,
dat>0und x > 0.

b) Fiir den Abstand zweier Punkte gilt:
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Der Wert 9 entfillt, da t > 0. Fiir t = % hat der Extrempunkt der Funktion
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ft vom Ursprung den Abstand % -V 73.

¢) Mir der ersten Ableitung f’ ermittelt man den Anstieg der Tangente:

HENIE

Damit eine Gerade, die nicht durch den Ursprung geht, ein gleichschenkliges
Dreieck mit den Koordinatenachsen bildet, muss ihr Anstieg m = 1 sein. Die
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Tangente geht nicht durch den Ursprung, da R;(2t]0).
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