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Aufgaben

Zu jedem t > 0 ist eine Funktion f; gegeben durch

fe(x) =1t - [ln(zv—l-t)]Q (r+t)e RT

a) Untersuchen Sie die Funktion f; auf gemeinsame Punkte mit der z-Achse, Asym-
ptoten, Extrem- und Wendepunkte.
Zeichnen Sie den Graph der Funktion fs fiir —2 < z < 3 samt Asymptote.

b) g sei die Gerade durch den Tiefpunkt und den Wendepunkt von f;.
ht sei die Senkrechte zu g; durch den Tiefpunkt von f;.
g: und h; schneiden die senkrechte Asymptote von f; in Gy bzw. Hy.
Berechnen Sie die Koordinaten dieser Punkte. Welche Kurve bilden die Punkte Hy,
wenn t alle zugelassenen Werte annimmt?
Fiir welches t haben Gy und H; die kleinste Entfernung? Wie grof ist diese?

c) Die z-Achse, der Graph der Funktion f; und die Gerade = = e — t begrenzen eine
Fléche.
Berechnen Sie deren Inhalt A(t).
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Lésungen

a) An den Nullstellen ist der Funktionswert fi(x) = 0:

0=t- [ln(z+t)]2
0= [In(z + )]

0=In(z+1)
=x+t

l=x+1

r=1—-1

Der Punkt S, (1 — ¢|0) liegt auf der z-Achse und auf dem Graphen der Funktion
iz

Wird der Logarithmand an einer Stelle z Null, so ist die Stelle = eine Polstelle der
Funktion f;:

O=x+t
r=—
Die Gerade z = —t ist eine senkrechte Asymptote der Funktion f;.
Existiert der Grenzwert lim f;(z), so existiert eine waagerechte Asymptote:
Tr— 00
lim ¢- [In(z -l—t)}Q = 00
r—0Q
Die Funktion f; besitzt keine waagerechte Asymptote.

Zur Bestimmung der Extrema untersucht man die erste Ableitung f/ auf Nullstel-
len:

fez) =t [In(z +1)]?

fi(x)y =2t -In(z+1t)- (x+1t)"

2t In(z + t)
T+t
0=2t-In(z+1t)
L=zt
r=1-1



Mit der zweiten Ableitung f/ bestimmt man die Art des Extremum:

2t - In(z + )

/ —

(@) = z+1

" 2t (x+t)7 - (x+1t) —2t-In(z +1t)

t(‘r): 2

(x+1)
2t — 2t - In(x + t)

" _

@) = T
2t — 2t -In(1 —t +1)

//1_t:

(1-1) (1—t+1)2
2t — 2t -0
:T
=2t>0

Der Punkt Py, (1 — ¢|0) ein Minimumpunkt der Funktion f;.

Zur Bestimmung der Wendestellen untersucht man die zweite Ableitung f; auf
Nullstellen:

2t —2t-In(x +1)

N Pk
0=2t—2t-In(z+1)
1 =In(z+1)
e=xz+t

r=e—1

Mit der dritten Ableitung f;” priift man die Existenz der Wendestelle:

2t — 2t - In(z + t)

g/(ﬂ?) = (LE—|—t)2

ot () () - [2t—2t-ln(:):—|—t)} 2 (z+1)
- (z+t)2

—2t — 4t + 4t - In(z + t)
(x +1)3
6t + 4t - ln(z + £)
(x +1t)3




—6t 4+ 4t - In(e — t + 1)
(e—t+1t)3
—6t + 4t
o3

—2t
== 20
e3 7

i(e—1)=

Der Punkt W (e — t|t) ist ein Wendepunkt der Funktion f;.

- T T
b -1 0 1 2 3
X=-2

b) Fiir den Anstieg my der Geraden g durch die Punkte Py, (1 —t]|0) und W (e —t|t)
gilt:

t—0 t

T T (-t e—1

Setzt man nun den Punkt Pps;, und den Anstieg my, in die allgemeine Geraden-
gleichung y = ma + n ein, ergibt sich:

t
0= (11—t
P ( )—I—n
—t+ 2
n:
e—1
t t2—t
gt(m)_efl'x_{—efl



Fiir den Anstieg my, der Geraden h, gilt:

Setzt man nun den Punkt Pz, und den Anstieg my, in die allgemeine Geraden-
gleichung y = mx + n ein, ergibt sich:

1—
0=— C1-t)+n
1—-t—e+te
n=————
t
1—e 1—t—e+te
hi(z) = . ;
Zur Bestimmung der Punkte G; und H; setzt man die Polstelle x = —t in die
Geradengleichungen ein:
t t2—t
) = (=t
gi(—t) = —— (1) +
Pt
N e—1
.t
Ce—1

—e
der Funktion f;.

t
Gy <—t‘ 7 ) ist der Schnittpunkt der Geraden g; mit der senkrechten Asymptote

hy(—t) = 1;6‘(_t)_17t—te+te
_ —ttte—1+t+e—te
N t
e—1
ot

e—1
H; | -t — ist der Schnittpunkt der Geraden h; mit der senkrechten Asym-
ptote der Funktion f;.



Die Ortskurve der Punkte H; ergibt sich folgendermaflen:

= —t
t=—x
_e—l
Y=
l1—e
y:
T

Fiir den Abstand d(t) der Punkte Gy und H; gilt:

Ce—1  —t  (e—1)2+¢
dlt) = t  e—1  t-(e—1)

Zur Bestimmung der Extrema untersucht man die erste Ableitung d’ der Zielfunk-
tion auf Nullstellen:

2, 42
d(t) = (et : (?_Jlr)t
2t-t-(e_1)_[(6—1)2+t2}-<6_1)
d/(t): P)
[t-(e—l)}
2% (e—1)—(e—1)—t*-(e—1)
B t2-(e—1)2
P —(e—1)?
2. (e—1)
t?2 — (e —1)?
0= t2'(6—1§
0=1t%—(e—1)?
t2 = (e —1)>
t==(e—1)



Um die Art der Extrema zu bestimmen, untersucht man die zweite Ableitung d”:

[\

(e—1)
2 (
)

1)
(I1—e)3-(e—1)
—2

:€_1<0

>0

d'(1—e)=

w| ®

Fiir ¢t = ¢ — 1 haben die Punkte Gy und H; den minimalen Abstand von d = 2.

¢) Zur Berechnung des Flidcheninhalts A(t) integriert man die Funktion f; in den
Grenzen 1 = 1 — ¢ (Nullstelle) und 23 = e — ¢

e—t

A(t):/1 t- [z +1)]° de

—t

=1- - n(x 2:6
_t/l [In(z+1t)]" d

—t

Durch die Substitution z = In(z + t) ergibt sich:

z=In(z +1t)
ef=x+t
dr = e* dz



Dies und die neuen Grenzen z; = 0 und z9 = 1 werden nun eingesetzt:

1
A(t):t-/ 22 e* dz
0

Durch zweifache partielle Integration ergibt sich die Stammfunktion:

1
Alt)=t- 22'62—/ 2z -€° dz]
0

1
=t- zg-ez—<2z'ez—/ 2¢? dz)]
0

_ 2 z z zl
=t-|z°-e—2z-¢ —|—2€}0

=t- _6—26—}—26—2}
Alt)=t-(e—2)



