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Aufgaben
1. Fiir welche reellen Zahlen m hat das folgende Gleichungssystem nur die triviale
Losung?
z + 2y + mz = 0
mr — y + 3z 0

2 + y + 92 = 0

2. Welche Punkte P, der z-Achse haben vom Punkt A(6[10]5) einen Abstand von
v/161 Lingeneinheiten?

3. In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(3|2]1), B(5|7|1),
C(0|c|1), D(—2[4|1) und S(5|7|8) gegeben.

a) Ermitteln Sie ¢ so, dass das Dreieck ABC bei B einen rechten Winkel hat.
Nun sei ¢ = 9.

b) Die Punkte A, B und C sind Eckpunkte der Grundfléche einer Pyramide mit
der Spitze S. Berechnen Sie das Volumen dieser Pyramide.

c) Weisen Sie nach, dass das Viereck ABC'D ein Quadrat ist.

d) Es existieren weitere Punkte P;, so dass der Korper ABCDP; eine gerade
Pyramide mit dem Volumen V = % Volumeneinheiten ist. Berechnen Sie
die Koordinaten aller moglichen Punkte P;.

4. a) Stellen Sie ¥ als Linearkombination der Vektoren @, b und & dar.

0,5 2 -1 4
i=1205], a=|5], b=|71|, e=[ o0
10 3 2 )
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b) Fiir welchen Wert von a lésst sich ¢ als Linearkombination der Vektoren @
und b darstellen?

2 1 5
a= 13|, b=[3-al|, @=[1
4 3 9

c) Zeigen Sie, dass es keine reelle Zahl a gibt, fiir die die Vektoren @ und b parallel
sind.

5. In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(3|6| —2), B(—3|9/4),
C(—2|3]4) und D(0]2|2) gegeben.

a) Zeigen Sie, dass das Viereck ABCD ein Trapez, aber kein Parallelogramm
ist.

b) Berechnen Sie die Grofie des Winkels <DAB und den Flécheninhalt des Tra-
pezes.



Lésungen

1. Das LGS hat nur die triviale Losung, wenn die Determinante D # 0.

1 2 m
m —1 3| = —9+12+m> — (—2m + 3+ 18m)
2 1 9

0 # m?—16m

m # 0

m # 16

Fiir alle m € R Am # 0 A m # 16 hat das LGS nur die triviale Losung.
2. Fiir den Abstand AP, gilt:

AP, = (za—ap)?+ (ya—yr.)? + (24 — 2p.)?
(AF.)* = (za—zp)?+ (ya—yp.)? + (24 — 2p.)°
sa—2n = 2 (@F) = (wa—or)? — (ya—yp)
—zp, = +£/161—(6—-0)2—(10—0)2 -5
54+ V25

ZPZ =
ZPZ1 = 10
zp, = 0

Die Punkte Pip(0]0/10) und Py(0]0]0) liegen auf der z-Achse und haben von A
einen Abstand von /161 Lingeneinheiten.

3. a) Bei der Betrachtung kann man z vernachldssigen, da z4 = zp = z¢ und
somit die Punkte A, B und C alle in einer Ebene liegen, die parallel zur
x — y—Ebene ist. Eine Gerade, die durch die Punkte A und B verlauft, hat
den Anstieg m4z = g Eine Gerade, die senkrecht dazu verlduft hat also den

Anstieg mps = —%. Nun kann man eine Geradengleichung aufstellen:

2

7T = ——-5
5 +n

n =9
2

= — 9
Y 57 +



Diese Gerade verlduft durch die Punkte B und C. Zur Bestimmung von ¢
setzt man den Punkt ein:

2
c 5 + 9

Fiir ¢ = 9 hat das Dreieck ABC bei B einen rechten Winkel.
b) Skizze:

Fiir das Volumen einer Pyramide gilt:

1
V=-Ac-h
341G

Da ABC ein rechtwinkliges Dreieck ist, gilt fiir die Grundfliche:
1 -
Ag = 3 AB - BC

S liegt genau iiber B. Somit gilt fiir h:

h = zg—2zp
v = 1.1 a3 50
= 35 . (2 — 2B)
1
= 8.\/(5—3)2+(7—2)2.\/(0—5)2+(9—7)2.(8—1)
1
= 5 V29-v29.7
203
Vv = =2
6



c)

Aus Aufgabenteil 3b weifl man schon, dass AB = /29 und BC = +/29.
Aus Aufgabenteil 3al ist bekannt, dass der Winkel bei B ein rechter ist. Es
bietet sich an, die Léngen der fehlenden Seiten zu berechnen. Somit wére das
Quadrat eindeutig bestimmt.

AD = /(-2-3)2+(4-2)2+(1—1)2

AD = /254+440

AD = V29

CD = (-2-024+(4—-9)2+(1—-1)2
CD = V4+25+0

CD = V29

Alle Seiten sind gleich lang und es existiert ein rechter Winkel. Es muss sich
um ein Quadrat handeln.

Fiir eine gerade quadratische Pyramide gilt:

11
2.h:76

1
V==
3¢ 3

Aus Aufgabenteil 3c ist bekannt, dass die Seitenléinge a = /29 Léngeneinhei-
ten betragt. Es folgt fiir h:

1 116
Z.29.h = —
3 3
116

h = — =4
29

Bei einer Geraden Pyramide liegt die Spitze iiber dem Mittelpunkt der Grund-
fliche. Der Mittelpunkt der Grundflache entspricht dem Mittelpunkt der Stre-
cke AC. Es gilt:

_xct A _ Yo tya _ZCotza
IM=—FH— YM = —F7 — <M=
2 2 2
. _0+3 942 ; _1+1
M—iz yM—72 M—72
M(1,5[5,5[1)



Man schlussfolgert auf den Punkt P;(1,5]5,5|1 £ 4):

P1(17 5‘57 5’5)
P2(1a 5‘5> 5| _ 3)
4. a) Ich wihle folgenden Ansatz:
2 -1 4 0,5
re(5]+s- | 7+t o]|=/205
3 2 -2 10

Daraus ergibt sich folgendes Gleichungssystem:

I 2r — s 4+ 4 = 0,5
11 5r + Ts = 20,5
I 3r + 2s — 2t = 10
V. & + 3s = 20,5
A\ 5 4+ Ts = 20,5
VI 41r = 82

r = 2

s = 1,5

t = —-0,5

Durch Multiplikation der Zeile IIT mit 2 und anschlieender Addition zur
Zeile 1 ergibt sich Zeile IV. Zeile VI ergibt sich durch Multiplikation der Zeile
IV mit 7 und der Zeile V mit (—3) und anschliefender Addition der beiden
Zeilen. Aus dieser Zeile ist abzulesen, dass r = 2. Setzt an dies in Zeile IV
ein, so kommt man auf s = 1,5. Durch Einsetzen von s und r in die Zeile I
ergibt sich t = —0, 5. Fiir die Linearkombination ergibt sich:

#=2i+41,5b—0,5¢




b) Ich wihle wieder den Ansatz:

7 1 5
r 3l +s-|3—-a]l =11
4 3 9

Daraus ergibt sich folgendes Gleichungssystem:

I 2r + s = b
II 3r + 3s—as = 1
IIT 4r + 3s = 9
IV s = —1
= 3

Durch Multiplikation der Zeile I mit (—2) und anschliefender Addition zur
Zeile 111 ergibt sich Zeile IV. Durch Einsetzen von s in Zeile III ergibt sich
r = 3. Nun werden r und s in Zeile II eingesetzt und a bestimmt:

3:3+3(-1)—a(-1) =1
6+a = 1
a = =95

11 2a
Il 5—a = (a®>-8)u

Il
o
IS




Aus Zeile I ist abzulesen, dass u = % Setzt man dies nun in Zeile I ein, ergibt
sich:

20 =

[NCREEN|

Setzt man nun a und v in die Zeile III ein, ergibt sich:

5—-7 = (7°-8):
-2 = 143,5 falsche Aussage

[NCREEN|

Aus der falschen Aussage folgt, dass es keine reelle Zahl a gibt, fiir die die
Vektoren @ und b parallel sind.

Ein Viereck ist dann ein Trapez, wenn mindestens zwei Seiten zueinander
parallel sind. Sind alle gegeniiberliegende Seiten zueinander parallel und gleich
lang, handelt es sich um ein Parallelogramm. Es gilt also zu iiberpriifen, ob
die gegeniiberliegenden Seiten zueinander parallel sind:

—6 2
— —
AB=1 3 CD=1]-1
6 -2

— —_— — —
Die Vektoren AB und CD sind linear abhéngig. Es gilt: AB = -3 - CD. Es
handelt sich also um Trapez.

1 3
— —
BC=1|-6 DA=| 4

0 —4

Die Vektoren B_C)' und DA sind nicht linear abhéngig. Es kann sich also nicht
um ein Parallelogramm handeln.



b) Der Winkel <DAB ist der Winkel zwischen den Vektoren AB und DA. Uber
die hessesche Normalenform ergibt sich:

—6 3
31| 4
6 —4
Cosp = \/(—6)2+32+62'\/32+42+(_4)2
1841224
cosp = NGBV
230
cosp = /i
o ~ 58,63°

Fiir den Flédcheninhalt eines Trapezes gilt:

A== -(a+c¢)-h

N

— —
Die Seiten a und ¢ sind die beiden parallelen Seiten ‘AB ‘ und ‘CD‘. Der

Betrag des Vektors ‘A—B>‘ =9 ist schon bekannt. Weiter gilt:

‘C—f)‘ = V2 (124 (-2 =0 =3

Fiir die Hohe h ist der Abstand der Geraden g durch die Punkte A und B
vom Punkt D gesucht. Die Geradengleichung ist folgende:

3 —6
g: =6 |+s-|3 (s € R)
) 6

Um den Abstand zu ermitteln stellt man eine Ebenengleichung einer Ebene
auf, die senkrecht zur Geraden ¢ ist und den Punkt D enthélt. Dann bestimmt
man den Durchstopunkt von g durch £ und berechnet dessen Abstand zu
D.

—6 T
3 Y = 0
6 z



—6xr+3y+62 = 0
—-6-0+3-246-2 = D
18 = D

E: —6x+3y+62z = 18

Durch Einsetzen der Geraden ermittelt man den Durchstofpunkt.

—6(3 — 65) +3(6 4 3s) + 6(—2+65) = 18
—18 4365+ 18+ 95— 12+36s = 18
8ls = 30
10
s = —
27
. 3 L ?f
r = — -
o) 2\
7
n 61
r = | =
3
9

Nun wird nur noch der Abstand zwischen den Punkten P (g ‘%’ %) und D
berechnet:

)5 )

49 2116 = 256

ho= 2422
st s Tw
2421

h_
81

Eingesetzt ergibt sich fiir den Flacheninhalt:

12421
. ) — =32
(9+3) 5] 32,

A=

N | =
oo

10



