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Aufgaben

In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(1]2]1), B(3|1]3), C(5/3|2),

D(3]4|0) und S <2

a)

311119

5 2> gegeben.

Die Punkte A, B und C liegen in einer Ebene Fj.

Stellen Sie fiir die Ebene E; eine Parametergleichung und eine Gleichung in para-
meterfreier Form auf.

Weisen Sie nach, dass die Punkte A, B, C und D Eckpunkte eines Quadrates sind.

Der Punkt S ist die Spitze der Pyramide ABC'DS. Von der Spitze S wird das Lot
auf die Ebene, welche die Grundfliche der Pyramide enthélt, gefillt.

Berechnen Sie die Koordinaten des Lotfulpunktes F'.

Zeigen Sie, dass die Pyramide ABC DS eine gerade Pyramide ist.

Berechnen Sie das Volumen der Pyramide ABCDS und die Grofle des Winkels
zwischen der Grundfliche ABC D und eine der Seitenflichen der Pyramide.

Die Pyramide ABCDS wird von einer zur Ebene F; parallelen Ebene FEs ge-
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schnitten, so dass das Volumen des dadurch entstehenden Pyramidenstumpfes o)

betrégt.
Stellen Sie fiir die Ebene E3 eine Gleichung in parameterfreier Form auf.
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Lésungen

a) Mit der Dreipunktegleichung ergibt sich als Ebenengleichung:

— — —
T=0A+s-AB+t-AC (s,t € R)
1 2 4
Ei:Z=2]+4+s-|-1]+t-|1 (s,t € R)
1 2 1

Zur Bestimmung der parameterfreien Form wird folgendes LGS gelost:

I x 1 + 2s + 4t
11 y = - s 4+ t
111 z = 1 + 25 + t
v r — 4y = -7 + 6s

A% -y + z = -1 + 3s

Ey: z — 2y — 2z = =5

Zeile IV ergibt sich durch Multiplikation von Zeile II mit (—4) und anschlielender
Addition zur Zeile I. Zeile V ergibt sich durch Multiplikation von Zeile II mit (—1)
und anschliefender Addition zur Zeile III. Die parameterfreie Ebenengleichung der
Ebene FE; ergibt sich durch Multiplikation der Zeile V mit (—2) und anschlieender
Addition zur Zeile IV.

Zunéchst wird durch Einsetzen gepriift, ob der Punkt D in der Ebene FEj liegt:

—-5=3-24-2-0=3-8=-5

Der Punkt D erfiillt die Ebenengleichung. D € Ej.

Nun wird gepriift, ob alle Seiten gleich lang sind:

— — — —_—

AB=|-1 BC=| 2 DC=1-1 AD =1 2
2 -1 2 -1



Alle Seiten sind gleich lang. AB = BC = CD = DA =3

Ist nun noch ein Winkel 90° handelt es sich um ein Quadrat. Ist das Skalarprodukt
zweier Vektoren 0, sind diese orthogonal zueinander:

o 2 2
AB-BC=|-1|-[ 2 |=2-2-1-2—-1-2=0
2 -1

Alle Punkte des Vierecks ABCD liegen in einer Ebene. Die Seiten des Vierecks
ABCD sind gleich lang und es existiert ein rechter Winkel. Das Viereck ABC' D
ist ein Quadrat.

Skizze:

Zur Berechnung der Koordinaten des Punktes F' wird eine Geradengleichung fiir
eine Gerade g aufgestellt, die senkrecht zur Ebene F; und durch den Punkt S
verlauft. Der Normalenvektor der Ebene ergibt sich aus der parameterfreien Glei-
chung und der Stiitzvektor der Geraden entspricht dem Ortsvektor des Punktes
S:



Zur Bestimmung des Durchsto3punktes F' der Geraden g durch die Ebene F, wird
die Geradengleichung in die Ebenengleichung eingesetzt:

3 11 9

2 2. (= _—925)—2. ({2 —925) = —
3
5—!—5—11—!—45—9%—45:—5

9s =

N1 | 1

Wird s nun in die Geradengleichung eingesetzt, ergeben sich die Koordinaten des
Punktes F'

3 1 3
= (2] 42 (2) = (3
i) 2 \_, 3
2 2

Der Punkt F(3|2,5|1,5) ist der gesuchte Lotfupunkt.

Handelt es sich um eine gerade Pyramide, so miissen sich die Diagonalen der
Grundfliiche im Lotfulpunkt F' schneiden. Dazu werden zwei Geradengleichun-
gen aufgestellt. Die Gerade h verlauft durch die Punkte A und C und die Gerade
1 verlduft durch die Punkte B und D:

N N 1 4
h: T=0A+t-AC= 2| +¢t- |1 (t e R)
1 1
3 0
— —
i: Z=0B+u-BD=|1]|+u 3 (u € R)
3 -3

I 1 + 4 = 3
n 2+ t =1+ 3u
mr 1 + t = 3 — 3u
vV t = 1
\% u—%



1
Aus Gleichung I ist zu schlieflen, dass t = 3 Wird dies nun in die Gleichungen

1
IT und III eingesetzt, ergibt sich fiir u = o Zur Bestimmung des Schnittpunktes

wird t oder v in die jeweilige Geradengleichung eingesetzt:

1 4 3
S 1 5
1 1 3

Der Schnittpunkt der Diagonalen entspricht dem Lotfulpunkt F. Die Pyramide
ABCDS ist eine gerade Pyramide.

1
Die allgemeine Volumenformel fiir Pyramiden V = §AG - h ldsst sich in

11—
V= §A32 - h vereinfachen, da die Grundfiche quadratisch ist. Die Hohe h ergibt
sich aus dem Abstand der Punkte F' und S:

h= |F3| - 3V (5T (9 3\ _ fs1_9
N N 2 2 2 2 2) V4 2

Es ergibt sich somit fiir das Volumen:

n

1 ., 9 27
V=33 35=%

Das Volumen der Pyramide ABCDS betrégt V = 13, 5.
Skizze:

Im rechtwinkligen Dreieck gilt:

Ankathete
Gegenkathete

tana =



Die Ankathete (die Strecke vom Punkt F' bis zur Seite der quadratischen Grund-
flache) ist halb so lang wie die Seiten der quadratischen Grundfldche. Die Gegen-

kathete entspricht der Hohe der Pyramide:

1.AD 3 1

_ 2 _ 2 _

tana = A —g—g
o~ 18,43°

Der Winkel zwischen Seiten- und Grundfliche betrégt etwa a =~ 18,43°.

c) Skizze:

Die Volumenformel fiir quadratische Pyramidenstiimpfe lautet:

1 S
V= §h/ - (a? + ayas + a3) mit h' = FF’

— 1
Hier betrigt o ~ 18,43° wie in Aufagbenteil b). Fiir die Strecken SF’ und 502

gilt wieder die Beziehung:

Weiter gilt:

h’:h—W:h—g-ag



Nun wird alles in die Volumenformel eingesetzt:

129::13(22.@2>~(9+3a2+a3)
fz(i—;ag)-@—i—&zg—i—a%)

9 _ 27 9 32 9, 32 _1s
9 9 9" ofzm gt otz 9f
1, 8

29275

a2:€/§:2

Fiir die Hohe A’ des Pyramidenstumpfes ergibt sich:

n =

| ©
| W
w

3
Der Abstand der beiden Ebenen F; und E5 betrigt somit h' = 3

Mit der hesseschen Normalenform wird nun die Ebenengleichung der Ebene FEs
bestimmt (siehe Skript). Dazu wird der Punkt A genutzt:

3 [1-1-2-2-2-1-D
2 | VI (=22 + (-2)?
3 |-5-D
2 3
9
~=|-5—-D
5= |
1
D1:*§
19
DQZ—?

D entfillt, da diese Ebene ,,unter” der Pyramide liegen wiirde. Fiir die Ebene F»
gilt die Gleichung:

19
Ey: z—-2y—-2z=——
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